ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ

Численные методы решения систем линейных алгебраических уравнений.

В этой работе я познакомилась с численными методами решения систем линейных алгебраических уравнений. Все рассмотренные в этой лабораторной работе методы ориентированы на решение систем уравнений большой размерности. Подобные системы возникают на практике, например при интегрировании уравнений в частных производных эллиптического типа. Запишем систему линейных уравнений в следующем виде:

А*х=b,  (1)

bi  Rn 

Xi  R

A: Rn Rn

Предполагается, что определитель матрицы А отличен от нуля, поэтому решение существует и единственно. Численные методы системы (1) делятся на две группы: прямые и итерационные. В прямых методах решение находится за конечное число арифметических действий. Примером прямых методов в настоящей работе является метод Гаусса. Следует отметить, что вследствие наличия погрешности округления, прямые методы не дают точного решения системы (1). Итерационные методы состоят в том, что решение системы (1) находится как предел при n стремящимся к бесконечности последовательных приближений xn, где n – номер итерации. В работе для итерационных методов дается наглядная иллюстрация изменения погрешности. Эффективность различных методов ( в том числе и прямых) можно сравнить по затратам машинного времени ( необходимая информация выводится на экране).

Для достижения заданной точности ,т.е.до тех пор, пока не будет выполнена оценка 
X-Xn < 
 Задача отыскания точного решения уравнения (1) не диктуется как правило, запросами приложений. В приложениях допустимо использование приближенного решения известного с достаточной точностью, поэтому во многих случаях для вычисления решения уравнения (1) точным методам целесообразно предпочесть тот или иной итерационный метод. Каждый итерационный метод состоит в указании рекуррентного соотношения, которое по заданному произвольному «нулевому» приблежению Х0 решения Х позволяет вычислить к-ое приближение Хк решения Х. Итерационный процесс должен быть построен так, чтобы последовательность приближений Хк стремилась к решению Х уравнения (1) поэтому для любого е
>0 можно указать номер n=n(e),чтобы             Х-Хn <e. Задавая е>0 достаточно малым, можно воспользоваться n приближением Х.  

 В программе представлены 10 методов:

1. Гаусса

2. Минимальных невязок

3. Сопряженных градиентов

4. Простых итераций

5. С оптимальным параметром

6. С оптимальным набором параметров

7. Скорейшего спуска

8. Зейделя

9. Релаксации

10. Метод Чебышева.

 На лабораторной работе были рассмотрены три метода: Гаусса, Зейделя и простых итераций. Рассмотрим их более подробно.

Метод Гаусса

Метод Гаусса является прямым методом. Запишем систему уравнений в виде 
A11 x1 +a12 x2 +…+a1m xm =b1

A21x1 + a22 x2 +…+a2m xm =b2
(1)

……………………………..

am1 x1 +am2 x2 +…+amm xm =bm

  Пусть а не равно нулю, тогда запишем уравнение (1)  в виде х1+(а12/а11)*х2+…(а1ь/а11)*хь=b1/aaa     (2)

Вычитаем это уравнение, умноженное на соответствующий коэффициент а, из I-того уравнения системы (1), где I >1,эти уравнения преобразуются к виду:

A22x2+a23x3+…+a2mxm=b2
………………………….

Am2x2+am3x3+…+ammxm=bm
Первая компонента х не входит в систему уравнений (3). Выполним с системой (3) те же действия, что и ранее с системой уравнений (1). Получим систему уравнений, в которую не будут входить уже х1 и х2. Эта система дополнится уравнением (2) и первым уравнением системы (3) не содержащим х1. Легко увидеть, что еще после m-3 подобных преобразований мы получаем систему из одного уравнения с одним неизвестным. При этом матрица всей системы будет иметь треугольный вид. Совокупность операций по приведению системы уравнений к такому виду называется прямым ходом метода Гаусса. Обращение треугольной матрицы не вызывает затруднений. Совокупность операций по нахождению системы с треугольной матрицей называется обратным ходом метода Гаусса. Общее число арифметических операций при решении системы (1) методом Гаусса составляет О(m3). 

 В приложениях часто матрица А имеет трехдиагональный вид, то есть ненулевые элементы матрицы располагаются на главной диагонали и близлежащих к ней. Применение метода Гаусса к этой системе уравнений носит название метода прогонки.

 Теорема.Для устойчивости метода Гаусса достаточно диагонального преобладания, то есть выполнения неравенства:

Aii>ai1+ai2+…+aii-1+aii+1+…+aim
  Вычислительную погрешность метода Гаусса можно уменьшить, если применить модификацию методом Гаусса с выделением главного элемента. 

  Суть элемента заключается  в следующем: нумерация компонент вектора Х выбирается так, чтобы а11 являлся бы максимальным по модулю элементом матрицы А. Затем перенумерацией строк и столбцов добиваются того, чтобы а22 в (3) являлся максимальным по модулю элементом матрицы системы (3). Подобная процедура продолжается и далее.

Метод Зейделя 

Итерационная схема имеет следующий вид:

Bxn+1+Cxn=b

В- треугольная матрица, содержащая выше главной диагонали нули, а на главной диагонали и ниже элементы матрицы А.

С=А – В 

Теорема. Пусть А – вещественная симметричная положительно-определенная матрица, тогда метод сходится при любом начальном приближении.

Метод простых итераций.

 Итерационная схема имеет следующий вид:
Xn+1=BXn+C   (1)

B=E-Da

C=Db

D – произвольная невырожденная матрица. 

 В программе реализована возможность исследования схемы (1),в случае D=aE, где а – постоянная.

Теорема1. (достаточное условие сходимости).Итерационный процесс (1) сходится к единственному решению со скоростью геометрической прогрессии, если B</=q<1.

Теорема 2. (необходимое и достаточное условие сходимости). Для того, чтобы итерационный процесс (1) сходился при любом начальном приближении, необходимо и достаточно, чтобы все собственные значения В лежали в одном круге.

Примечание: в условиях теоремы при проведении вычислений в реальной арифметике метод итераций может оказаться неустойчивым к росту ошибок округления. Для итерационного процесса (1), где А=А*,D=aE, a=const,наибольшая скорость сходимости достигается при а=2/(minmax). Этот случай реализуется в других методах.
Метод релаксации

 Итерационная схема имеет вид:

BXn+1 + CXn = b

B – треугольная матрица, содержащая выше главной диагонали нули, а на главной диагонали и ниже её – элементы матрицы А.

С= А - В.

ПРАКТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ

Самостоятельное решение
 5 1 0 2 3           1 0 2 4 0        1 0 2 4 0       1 0    2    4  0        1  0   2    4  0
-1 4 1 0-1         -1 4 1 0 -1       0 4 2 4 -1      0 4    3   4  -1       0  1   4    2  2 
 0 1 4 2 2           0 1 4 2 2        0 1 4 2 2        0 1    4   2   2       0  4   3    4 -1
 1 0 2 4 0           5 1 0 2 3        5 1 0 2 3        0 1 -10 -18  3       0 1 -10 -18 3
1 0    2  4  0        1 0    2  4  0       1 0 2        4          0           1 0 2   4         0
0 1    4   2  2       0 1    4  2  2       0  1 4       2          2           0 1 4   2         2
0 0 -13 -4 -9       0 0 -13 -4 -9       0 0 1    4/13      9/13        0 0 1 4/13    9/13
0 1 -10 -18 3      0 0 -14 -20 1       0 0 0 -204/13 139/13       0 0 0   1 -139/204

Х4= -139/204
                 Х3= 7774/8619

Х2= -215475/879138

Х1= 1620372/1758276
При решении с помощью программы методом Гаусса получаем результат:

У(1)=3

У(2)=-1

У(3)=2

У(4)=2,553296е – 16

При решении методом Зейделя:

У(1)=0,8461456

У(2)=-0,2403801

У(3)=0,807685

У(4)= - 0,4951888

При решении методом простых итераций результата добиться невозможно, так как невозможно продолжить вычисления из-за переполнения. 

При решении методом релаксации получаем

У(1) = 3,00089

У(2) = - 0,9998772

У(3) = 2,0018

У(4) = 9,07966е - 05

ВЫВОД:

Метод Гаусса является достаточно трудоемким, трудно проверяемым, поэтому его стараются избегать и использовать специальные методы.
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